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1. Комплексные числа и действия над ними.

Комплексное число (к.ч.) имеет вид

А=а + jв,     (1)

где а и в – действительные числа, а j = 
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 - мнимая единица, а называется действительной, или вещественной частью к.ч., а в – его мнимой частью (обозначения а = Rе(A), в = Im(A)).
 Два к.ч. A   и   A * считаются сопряжёнными, если они отличаются лишь знаком их мнимых частей:

если   

А = а + jв,             (2)

то

А2 = а - jв,

Сумма и произведение к.ч. - действительные числа:

А+А* = 2ReA ,             (3)
A*A* = A2,
где А=
[image: image2.wmf]2
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в

а

+

 называется модулем, или абсолютной величиной к.ч.

Каждому комплексному  числу можно поставить в соответствии точку на комплексной плоскости, абциссе которой соответствует вещественная, а ординате – мнимая составляющие к.ч. (рис 1.). К.ч. (1) можно отождествить с вектором (А) с координатами  а и в, приложенным в начале координат (рис. 2)
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Рис 1.                                                           Рис 2.

При такой интерпретации сложение и вычитание к.ч. производится по правилам  сложение и вычитание векторов. Однако умножение и деление к.ч. не имеют непосредственных аналогов в векторной алгебре.

Применяя полярные координаты на комплексной плоскости – радиус- вектор А и полярный угол

φ = ArgA = arctg
[image: image3.wmf]а
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называемый аргументом к.ч., получают тригометрическую, или полярную форму  к.ч.:

А=А(Cosφ + jSinφ),

Acosφ = Re(A), Sinφ = Im(A)     (5)

Аргумент φ  является многозначной действительной функцией к.ч. А ( 0 , значения которого для данного А
[image: image5.wmf]отличаются одно от другого на целое кратное  2
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. Аргумент φ  считается положительным при отсчёте от положительной вещественной полуоси против часовой стрелки. Ниже приведены формулы, при котором вычисление аргумента  φ сводится к определению острого угла (рис. 3), равного

arctg
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Рис 3.

1 квадрант:

Re (A1)>0
Im (A1)>0                        φ1 = arctg
[image: image9.wmf]а
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А1 = а + jв
2 квадрант:

Re (A2)<0                    
Im (A2)>0                        

А2= - а + jв                   φ2 = 
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+ arctg
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3 квадрант:
Re (A3)<0
Im (A3)<0                        φ3 = π+ arctg
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А3= - а – jв

4 квадрант:

Re (A4)>0                    φ4 = arctg
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Im (A4)<0                        или
А4= - а - jв                   φ4 = - arctg
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Формулы Эйлера
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преобразуют тригонометрическую форму записи к.ч. (5) в показательную:

A=A e jφ   (7)

Формулы (5) и (7) используются для выполнения операций умножения и деления к.ч.

A1A2=
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)

(

)

[

]

2

1

2

1

j

j

j

j

+

+

+

jSin

Cos

A1A2= A1A2e 
[image: image17.wmf](

)

2

1

j

j

+

j



[image: image18.wmf]2

1

A

A

=
[image: image19.wmf](

)

(

)

[

]

2

1

2

1

j

j

j

j

-

+

-

jSin

Cos



 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]2
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Возведение в корень и извлечение корня из к.ч. производится по формулам Маунра:

An = An(Cosnφ + jSinφ) = e jnφ   ,
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k=0,1,2,…,n-1,

причём первая из них применима и для целых отрицательных показателей n.

На основании выражений (4), (7) и (9)

1 j = 
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Следовательно, умножение и деление единичного радиус – вектора на j означает поворот его на угол 
[image: image30.wmf]2

p

±

. Поэтому j называют иногда оператором поворота.

После суммирования и вычитания e jφ и e – jφ находим, что

Cosφ=
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tgφ=
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2. Метод комплексных амплитуд.

Анализ линейных электрических цепей с источниками гармонических ЭДС приводит к решению неоднородных дифференциальных уравнений, записанных на основании законов Кирхгофа. Вычисление остальных токов и напряжений требует суммирования синусоидальных  величин при заданной частоте ω.
 Существенное упрощение достигается изображением синусоидальных функций времени комплексными числами, так как последние содержат в себе также две величины: модуль и аргумент, Im  и ψ . Метод, основанный на символическом изображении действительных синусоидальных функций времени комплексными числами, называется методом комплексных амплитуд (комплексным или символическим методом)*.

Синусоидально изменяющее напряжение

u = UmSin(ωt + ψu)   (12)

можно представить как разность сопряжённых к.ч.:

u = 
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2

1

[Um e j(ωt+
[image: image35.wmf]u

y

) - Um e- j(ωt+
[image: image36.wmf]u

y

)]= Im[Um e j(ωt+
[image: image37.wmf]u

y

)]   (13)

функция

Um e j(ωt+
[image: image38.wmf]u
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)= Um e j
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  e jω= Um e jωt       (14)

называется мгновенным комплексным напряжением u. Его также как величину u определяют при заданной частоте ω комплексной амплитудой Um
и начальной фазой  ψu . Вводя знак изображения 
[image: image40.wmf]→, запишем:

u=  UmSin(ωt + ψu) →  Um e j(ωt+
[image: image41.wmf]u

y

)= Um e jωt=u          (15) 

Таким образом, для перехода от действительной синусоидальной функции (оригинала), к её изображающей комплексной величине (изображению) необходимо, чтобы модуль последней был равен амплитуде  синусоидальной функции.  Для обратного перехода от изображения к оригиналу необходимо найти   Im(Um e jωt).

 Формально символическое (15) является результатом выполнения над  синусоидальной функцией (12) преобразования

Um=
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*Введён в инженерную практику американскими инженерами и учёными А.Е. Канелли и Ч.П. Штейнметцем в 1893-1894 г.г. 

Рассмотрим теперь выражение для производной u
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Её изображение с учётом (15) имеет вид 

ωUme j(ωt+
[image: image45.wmf]2
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)=j ωUme jωt,  (17)

Таким образом
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то есть дифференцирование  действительной функции времени заменяется умножением на jω её комплексного изображения. Аналогично находим изображение оригинала
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В качестве примера рассмотрим цепь с последовательным соединением R,L,C , к зажимам которой приложено напряжение (12). Исходное уравнение записываем для мгновенных значений токов и напряжений:

Ri+L
[image: image48.wmf]ò

=

+

u

idt

C

dt

di

.      (18)
На основании соотношений (15), (17), (18)

RIme jωt+jωL Ime jωt+
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 Ime jωt=UmIme jωt ,

или
RIm+jωLIm+
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Im=Um.            (20)

Деля каждый член уравнения (20) на 
[image: image51.wmf]2

, получаем
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где 
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 - комплексные действующие значения тока и напряжения;
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- комплексное сопротивление цепи.

Отсюда следует, что метод комплексных амплитуд обладает рядом существенных преимуществ:

· операции над функциями заменяются операциями над числами;

· переход из временной области в область комплексных чисел позволяет рассматривать (формально) цепи переменного тока как цепи постоянного тока.

3. Применение метода комплексных амплитуд для анализа линейных цепей с источниками гармонических ЭДС и токов.

Рассмотрим применение метода на конкретных примерах.

Пример: Мгновенное значение тока i=10Sin(314t+ψ) при t=
[image: image56.wmf](
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10-2c равно –5А и  di/dt <0. Найти значение ψ. Определить частоту. Записать комплексную амплитуду и комплексное действующее значение в полярных и алгебраической формах.

Решение

Так как известно значение тока при t=
[image: image57.wmf](
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10-2c, то –5=10Sin(314
[image: image58.wmf]6
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10-2+ψ).

По условию задачи di/dt<0, поэтому arcsin(-0.5)=2100. Произведение ωt=314
[image: image59.wmf]6

7

10-2=3,66 рад или 2100. Тогда 

2100 = 2100 +  ψ, или ψ = 00.

Частота

f=
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Комплексная амплитуда

Im = 10 A , ψ = 00.
Комплексное действующее значение тока в полярной форме
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В алгебраической форме  I=7,07+j0, А
 Пример: Для схемы (рис. 4) определить токи ветвей, показание ваттметра, активную, реактивную, полную мощности, если
С1= 50*10-6мкф                      С3= 184*10-6мкф

L3= 109,2*10-3Гн
R2= 65Ом

e1=141Cos(ωt+3450) В
e3=116Sin(ωt-110) В
e4=200Sin(ωt+450) В
f=50Гц
Построить векторную топографическую диаграмму

Решение

Рассчитываем комплексные действующие значения ЭДС источников

e1=141Cos(ωt+3450)→100 
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Рис. 4

Определяем комплексное сопротивление элементов ветвей:

zC1=
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Определяем комплексное сопротивление ветвей:

z1= zC1=- j63,7 =63,7  
[image: image70.wmf]0
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z2= R2= 65 Ом

z3= zL3+ zC3= j34,3- j17,3=17 
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Токи ветвей рассчитываем методом узлового напряжения. Для выбранных положительных направлений токов и ЭДС узловое напряжение.
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Токи ветвей:

I1=(E1 - Ucd) Y1=(25,9+j96,6-234,6+j4,5)j0,0157=-1,59-j3,28=3,64
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I2= Ucd Y2=(234,6-j4,5)j0,0154=3,61-j0,07=3,61
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I3=(E3+ E4- Ucd) Y3=(80,5-j15,6+100+j100-234,4+j4,5)

(-j0,0588)=5,23+j3,18=6,12
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Проверяем баланс токов:

I1+I3 - I2=0=0+j0 

–1,59-j3,28+5,23+j3,18-3,61+j0,07=0,03 –j0,03=0+j0

Проверяем правильность расчёта по уравнению энергетического баланса

Σ Ei Ii*= ΣPi+jΣQi
Σ Ei Ii*=100
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ΣPi=I22R2=
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ΣQi= -I22xC1+ I32(xL3 – xC3)= -
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 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]17
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Для построения топографической диаграммы будем считать ψd=0.
Тогда

Ψk= ψd - I3zL3=0 –6,12
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Ψl= ψk+E4=108-j180+100+j100=208-j80 B
Ψm= ψl - I3zC 3=208 –j80-6,12
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Ψв= ψd – I1zC 1= -(-1,59 –j3,28)(-j63,7)=208,9 -j101,3 B
ΨC= ψв+E1=208,9-j101,3+25,9+j96,6=234,8-j4,7 B

Топографическая диаграмма, совмещенная с векторной диаграммой токов и напряжений, представлена на рис. 5 
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Рис. 5

Показание ваттметра
P= Ucd I1Cos[Ucd (-I1)]=234,7*3,64*Cos (-1,10+640)=389 Bт
4. Расчёт цепей с взаимной индуктивностью.
Расчёт цепей с взаимной индуктивностью можно вести символическим методом по законам Кирхгофа. При составлении уравнений для контуров ЭДС  взаимной индукции учитывается как соответствующее напряжение ± jωMpgIg. Положительный знак у этого комплекса определяется по совпадению относительно одноимённых зажимов направления обхода катушки р и направления тока в катушке g. При несовпадении указанных направлений напряжение равно   - jωMpgIg. Для расчёта цепей с взаимной индуктивностью применим также метод контурных токов, так как он основан на втором законе Кирхгофа, учитывающей ЭДС  взаимной индукции. Это же относится к методу эквивалентного источника энергии при условии, что ток или напряжения определяются для ветви, не связанной взаимной индукцией с остальной частью цепи, и методу наложения.
Метод узлового напряжения, основанный на первом законе Кирхгофа, не применим.

Обычно расчёт выполняют методом контурных токов.

Пример: Разветвлённая цепь (рис. 6) подключена к источнику переменного тока Е=127В. Определить токи ветвей I,  I1, I2. Параметры пассивных элементов: 

R1=5 Ом
  L1=20 мГн

М=30 мГн

R2=10 Ом
  L2=80 мГн

f=50 Гц
Построить векторные диаграммы токов и напряжений.
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Рис. 6

Решение

Определяем численные значения комплексов полных сопротивлений

Z1= R1+jωL1=5+j2
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Z2= R2+jωL2=10+j2
[image: image95.wmf]3

10

80

50

-

×

×

×

p

=10+j25,1=27,0 
[image: image96.wmf]0

3

,

68

j

e

Ом

ZM= jωM=j2
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Для каждого контура на основании второго закона Кирхгофа записываем

E= I1 Z1+ I2 ZM
E= I1 ZM+ I2 Z2
Напряжение взаимной индукции взяты с полюсом, так как направление обхода контура и тока ветви одинаковы относительно одноимённых зажимов.

  Токи ветвей находим, решая систему уравнений методом определителей
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I=I1+ I2=9,8-j7,8-24-j3,1=7,4-j10,9=13,2
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Проверяем токи по уравнению энергетического баланса.

E I* = 127 13,2 j 56 = 167e j 56  = 937 + j 1390  B A 

( I2i  Ri  = I21 R1 + I22 R2 = 12,52 5 + 3,92 10 = 933  Вт
( I2i X I   = I21 X I э  + I22 X2 э = 12,52 6,3 + 3,92 25,5 = 1372 вар
Активная мощность, посылаемая в первую ветвь

P1 = Re( U I1 *( = Re( 127  12,5e j 38,40 ( = Re( 1244 + j 986 ( = 1244 Вт
Во вторую ветвь

P2 = Re( U I2*( = Re( 127  3,9e + j 127, 7 ( = Re( - 303 + j 392 ( = - 303  Вт
Результаты расчетов показывают, что поступающая от источника питания мощность  Р = 937 Вт меньше мощности  Р1 = 1244 Вт, поступающей в одну первую катушку. Зато вторая катушка отдаёт энергию  Р2 = - 303 Вт  в магнитное поле и затем из магнитного поля в первую катушку.

Активная мощность, поступающая в цепь от источника питания, равна мощности, преобразующейся в тепло.

Для построения векторной диаграммы находим вектора напряжений на элементах схемы:

UR1 = I1 R1 = ( 9,8 – j 7,8 ) 5 = 49 – j 39 = 62,6 e – j 38, 5   B

UL1 =  I1 ZL1 = ( 9,8 – j 7,8 ) j 6,3 = 49 + j 61,6 = 78,7 e j 51, 5   B0

UM1 =  I2 ZM1 = ( -2,4 – j 3,1 ) j 9,4 = 29,1 – j 22,6 = 36,8e – j 37,8   B

UR2 = I2 R2  = ( -2,4 – j 3,1 ) 10 = - 24 – j 31 = 39,2e –j 127, 7   B

UL2 =  I2 ZL2 =  ( -2,4 – j 3,1 ) j25,1 = 77,8 – j60,2 = 98,4e – j 37,7  B

UM2 =  I1 ZM =( 9,8 – j 7,8 ) j9,4 = 73,3 + j92,1 = 117,7e j 51, 5   B

Рис.7 представлены векторные диаграммы напряжений и токов.
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Рис.7

Анализ и расчет цепей в ряде случаев упрощается, если часть схемы с индуктивными связями заменить эквивалентной схемой без индуктивных связей. Этот приём называют эквивалентной заменой, устранением или развязкой индуктивных связей. Чаще всего это целесообразно тогда, когда индуктивно-связанные элементы цепи присоединены к общему узлу  (рис.8).

При устранении индуктивной связи к сопротивлениям добавляют ( ZM, зажим 3 перестает быть узлом для ветвей 1 и 2, а между зажимом 3 и новым 3’ появляется элемент ( ZM  (рис.9).

Для доказательства запишем уравнения по законам Кирхгофа  ( рис.5 ):

I = I1 +  I2

U = I1 Z1 + I2 ZM

0 = - I1 Z1 - I2 ZM  + I2 Z2 + I1 ZM
Заменив в уравнении * I2 на  I2  = I - I1
U = I ZM + I1 ( Z1 - ZM )

0 = - I1 ( Z1 -  ZM )  + I2 ( Z2 -  ZM )
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Рис. 8
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Рис. 9

Этим уравнениям соответствует эквивалентная схема ( рис. 10 ).

Общее сопротивление
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Рис.10.

Ток в неразветвленной части цепи
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А

Следовательно, в эквивалентной схеме без индуктивных связей токи в ветвях сохраняются те же, а напряжение будет другим.

Расчётно – графическая работа № 2

Линейные электрические цепи синусоидального тока

Для электрической схемы (рис. 11), соответствующей номеру варианта (табл. 1 ):
· определить токи во всех ветвях методом узлового напряжения; построить топографическую диаграмму напряжений, совмещенную с векторной диаграммой токов;

· построить круговую диаграмму для тока в одном из сопротивлений первой ветви (предварительно определить ток этой ветви методом эквивалентного генератора);

· используя данные расчетов, записать выражение мгновенного значения тока одной из ветвей;

· полагая, что между двумя любыми индуктивными катушками, расположенными в различных ветвях заданной схемы, есть магнитная связь при взаимной индуктивности М, определить токи ветвей; включение катушек для четных вариантов встречное, для нечетных – согласное;

· расчеты проверить по уравнению энергетического баланса;
     -   собрать  электрическую  цепь  в  среде  EWB  и  MATLAB,  результаты  

          моделирования сравнить с расчётными; 
                        *                                        *

                 *     W                                           W      *
             1           2          3           3             2           1             2           3          1  

                                                                                                   *

                                                                                                 W      *   

                           а                                       б                                      в
Рис. 11

Примечание:

- номер варианта определяется суммой двух последних цифр номера зачётной книжки; a – чётный вариант; б – нечётный вариант; в – по желанию студента;

- направление стрелки определяет направление ЭДС источника;

- * - генераторные зажимы ваттметра W;

- взаимная индуктивность М = 0, 5*∑Li;
- частота источника питания f для чётнгых вариантов 50 Гц, для нечётных – 60 Гц.
Таблица 1.
	        
	R1
	R2
	R3
	L1
	L2
	L3
	C1
	C2
	C3
	E1m
	E2m
	E3m
	(1
	(2
	(3

	
	Ом
	мГн
	мкФ
	В
	град

	7
	70
	100
	60
	136
	-
	80
	-
	491
	-
	169
	169
	169
	90
	150
	-30


Параметры элементов схем

Дополнительная литература

1. Основы теории цепей: Учебник для вузов /Г.В. Зевеке, П.А. Ионкин, А.В. Нетушил, С.В. Страхов.  – 4-е изд., перераб. –М.: Энергия, 1980. – 640 с., ил.

2. Новгородцев А.Б. Расчёт электрических цепей в MATLAB: Учебный курс. – СПб.: Питер, 2004. – 250 с.: ил.

3. Бессонов Л.А. Теоретические основы электротехники. Электрические цепи: Учеб. для электротех., энерг., приборостроит. спец. вузов – 9-е изд., перераб. и доп. – М.: Высш. шк., 1996. – 638 с.: ил.

4. Герман – Галкин С.Г. Линейные электрические цепи. Лабораторные работы. – СПб.: Учитель и ученик, КОРОНА принт, 2002. – 192 с., ил. 
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