
Решение нелинейных уравнений.

Теоретический материал.

Классификация уравнений. Этапы численного решения.

Любое уравнение может быть записано в следующем  общем виде

f(x)=0.
Если f(x) – алгебраическая функция (например, f(x)=x4+2x-1, f(x)=
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),  то уравнение называют алгебраическим. Всякое алгебраическое уравнение может быть преобразовано к виду 
                      a0 xn + a1 xn-1 +…+ an-1x + an=0.                           (*)

Если f(x) не является алгебраической (содержит степенную, логарифмическую, функцию sin, cos  и т.д.), то уравнение называют трансцендентным (например,  f(x)=2x + lnx - 6) .

Решить уравнение – это значит найти такие значения x, (которые называют корнями уравнения), при которых заданные уравнения обращается в тождество.

При численном приближённом решением уравнения выделяю 2 этапа:

1. отделение корней – отыскание достаточно малых интервалов, в каждом из которых один и только один корень уравнения;

2. вычисление каждого корня с заданной точностью внутри выделенного интервала.

Отделение корней.

Пусть [a, b] – интервал изменения х, в котором отыскиваются вещественные корни уравнения f(x)=0, где f(x) – непрерывная функция вещественного переменного. Разбив [a, b ] на n отрезков длинной 
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, наличие простого корня 
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 в интервале [xk-1, xk], k=1, 2, … , n, легко установить по знаку произведения концевых значений функции f:
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Алгоритм определения корней можно показать следующей блок схемой (см. лист 9). Алгоритм предусматривает ввод (блок 1) исходных данных (a, b – начало и конец исследуемого интервала, n – число одинаковых отрезков разбития [a, b] на подынтервалы) и определение величины
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 (блок 2). Далее для каждого интервала 
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 длиной 
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 вычисляется 
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 (блок 3) и y=f(xk) (блок 7), а затем, в результате исследования знака произведения 
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 (блок 8), решается вопрос о существовании на 
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 простого корня. При 
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 предусматривается выдача значений  границ 
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 (блок 9) и выявление начала следующего интервала (блок 10).
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Если отказаться от блока 10, то при случайном совпадении корня с точкой xk деление отрезка произойдёт выдача на печать значений двух интервалов 
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, хотя нам достаточно одного.

При определении корней алгебраического уравнения (*) можно воспользоваться следующими закономерностями:

а) алгебраические уравнения п – го порядка имеет п корней, среди которых могут быть вещественные и комплексные;

b) число положительных вещественных корней равно числу (или меньше на чётное число) перемен законов в последовательности коэффициентов a0, a1 , a2 , … , an , причём равные нулю коэффициенты не учитываются (теорема Декарта).

После отделения корней можно приступать к нахождению корня с заданной точностью на каждом выделенном интервале.

Метод половинного деления (бисекций).
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Пусть простой корень х* уравнения f(x)=0 определён и находится на отрезке [c, d], т.е. f(c)f(d)<0, причём 
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 - допустимая погрешность вычисления. Возьмём в середине [c, d] точку 
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. Очевидно, что при 
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 точка х*q будет искомым корнем уравнения. В противном случае сделаем первый шаг к уточнению корня.

Вычислим 
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 (рис. а), то  х* лежит внутри интервала 
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, который обозначим как 
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, то х0 лежит в нутрии 
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, который обозначим как 
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 (рис. б). В обоих случаях длинна отрезка 
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Возьмём в середине отрезка 
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. Тогда при 
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 точка х2  будет значением корня в заданной погрешностью. В противном случае, аналогично, сделаем второй шаг. При этом получим      новый отрезок 
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 и т.д. На каком то шаге точка 
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 будет корнем уравнения с заданным приближением 
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 при         выполнении неравенства 
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. Из последнего можно определить число шагов, обеспечивающих достижения требуемой точности вычислений:
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Изложенный метод, называемый методом половинного деления (метод бисекций), сходится для любых непрерывных функций, в том числе и для   недифференциальных.

Блок схема алгоритма метода бисекций:
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Метод  итераций.

Приведём уравнение 
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Возьмём некоторую произвольную точку 
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. Если существует такая точка 
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и будет корнем уравнения (1). В общем случае 
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. Суть метода простых итераций (повторений) состоит в построении последовательности {
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} точек, сходящихся к корню 
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При этом 
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называют начальным приближением.
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Необходимо отметить, что последовательность {
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} не всегда является сходящейся. Рассмотрим пример:
 Линейное уравнение 
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 можно преобразовать к виду
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Взяв за начальное приближение 
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Данная последовательность стремится к точному решению уравнения. 

Во втором случае 
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Эта последовательность расходится. 

Следовательно, вид функции 
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оказывает существенное влияние на сходимость итерационного процесса.

Сходимость метода простой итерации определяется следующей теоремой: При любом начальном приближении 
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 на некотором интервале  последовательность
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, построенная в соответствии с методом простой итерации (2), сходится к корню 
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 удовлетворяет условию Липшица
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с постоянной Липшица 
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Если функция 
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 дифференцируема и имеет на  
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     ограниченную производную, то постоянная Липшица 
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В рассмотренных выше примерах  для уравнения 
[image: image79.wmf]3

2

3

1

+

=

x

x

 
[image: image80.wmf]1

3

1

)

(

'

<

=

=

x

f

l

 и итерационный процесс является сходящимся к корням уравнения 
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Для уравнения 
[image: image82.wmf]2

3

-

=

x

x

 
[image: image83.wmf]1

3

)

(

'

>

=

=

x

j

l

 и условия  сходимости не выполняется.

Если вычисление постоянной Липшица сопряжено с определёнными математическими трудностями, то алгоритм метода простой итерации использует косвенную оценку точности вычислений
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 - допустимая погрешность вычислений.

Блок – схема алгоритма метода простой итерации с косвенной оценкой точности вычислений:
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Метод ньютона (касательных).

  
Если уравнение 
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В результате задача определения корня 
[image: image92.wmf]a

=

x

 уравнения
[image: image93.wmf]0

)

(

=

x

f

 сводится к отысканию корня уравнения
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Итерационный метод решения уравнения, использующий преобразование исходного уравнения к виду (1), называют методом Ньютона. При этом получим следующую рекуррентную формулу 
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Построим график функции 
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 будет иметь вид 
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Найдём точку 
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Тот же результат получим из соотношения (2) при 
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 и последующие приближение. Отсюда название метод касательных.

Следует отметить, что при 
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 сходимость алгоритма        метода Ньютона будет наблюдаться при любых начальных приближениях в интервалах 
[image: image110.wmf])

,

[

]

,

(

a

a

c

и

d

.

При 
[image: image111.wmf]0

)

(

)

(

'

'

<

×

x

f

x

f

 сходимость итерационного процесса будет обеспечиваться при выборе начального приближения из условия
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где m, M – некоторые положительные константы, для которых 
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 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf]m
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для всех 
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Приведём алгоритм решения уравнения методом Ньютона в виде блок – схемы:


[image: image117]
Метод Ньютона обеспечивает более быструю сходимость, чем метод простой итерации.

Задание:

1)  Отделить корни. используя  вышеописанные методы сделать

программы согласно приведенным  блок- схемам  и  сравнить эти решения  с точностью до 0,01.

№ 8.

1) 5x – 6x + 3=0;

2) x4 – x3 – 2x2 + 3x – 3=0;

3)  2x2 – 0.5x – 3 = 0;

4)  x lg(x + 1) = 1.
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