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Тема I.  Обыкновенные  дифференциальные  уравнения

1. Дифференциальные  уравнения  первого  порядка. Основные  понятия

(2, гл. XIII,  § 2, 3,  упр. 1-8(.

2. Уравнение  с  разделенными  и  разделяющимися  переменными

(2,  гл. XIII,  § 4,  упр. 9-16(.

Пример  1.  Найти  общее  решение  уравнения
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Решение. Сначала  определим  вид  дифференциального  уравнения. Данное  уравнение  еще  не  является  уравнением  с  разделенными  переменными,  так  как  коэффициенты  при  
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  и  
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 зависят  каждый  от  двух  переменных.  Но,  разделив  обе  части  уравнения  на  произведение  
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это  уравнение  с  разделенными  переменными.

Находим  общее  решение  
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или                                                                                     
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Умножив  обе  части  на  (-1),  включим  знак  “-“  в  постоянную  С.  Решение  примет  вид
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Таким  образом,  нами  получено  общее  решение  заданного  уравнения.

3. Однородные  уравнения  первого  порядка

(2,  гл. ХIII,  § 5,  упр. 39-46(.

Пример  2.  Найти  общее  решение  уравнения 
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Решение. Определим  вид  этого  уравнения. Это – однородное  уравнение,  поскольку  его  правая  часть  есть  
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Поделив  почленно  правую  часть  на  
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Делаем  подстановку  
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 и  уравнение  примет  вид   
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Разделяем  переменные


[image: image20.wmf]x

dx

u

du

u

x

dx

du

2

1

,

2

3

2

1

=

+

+

=


и  интегрируем
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или  после  потенцирования   
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Нами  получено  общее  решение  уравнения  (2).

Чтобы  найти общее решение  уравнения  (1),  вернемся  к  старой  переменной  y.  Подставим  
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4. Линейные  уравнения  первого  порядка

(2,  гл. ХIII,  § 7,  упр. 57-65(.

Пример  3. Найти  общее  решение  уравнения  первого  порядка
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Решение. Определим  вид  этого  уравнения.  Уравнение  вида 
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называется  линейным.  Полагаем  
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 и  подставляем  это  в  данное  уравнение
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Группируем  члены
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и  полагаем
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остается
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Находим  сначала  v  из  (3)
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Заметим,  что  v  не  содержит  никаких  произвольных  постоянных.

Подставляем  v  в  (4)  и  получаем
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Окончательно  получаем
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- искомое  общее  решение.

Пример  4.  Найти  частное  решение  уравнения, удовлетворяющее  начальным  условиям 


[image: image39.wmf];

2

3

3

x

y

x

y

=

+

¢


[image: image40.wmf].
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Решение.  Для  нахождения  частного  решения  уравнения  необходимо  сначала  найти  общее  решение,  а  потом  определить  из  начальных  условий  
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   (или  при  x = 1  y = 1)  константу С.  Находим  общее  решение. Так  как  это  линейное  уравнение  (см.  пример  2),  то  положим 
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Решаем уравнение (5) для  v
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Подставляем  во  второе  уравнение  (6)
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Общее  решение
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Используя  начальное  условие,  найдем  С
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Тогда  искомое  решение
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5. Дифференциальные  уравнения  высших  порядков.  Основные  понятия.  
(2,  гл. ХIII,  § 16, 17,  упр. 118-124(.

6.Линейные однородные уравнения второго порядка

[2, гл.ХШ, § 20,21, упр. 129-137].

Пример 5. Найти общее решение уравнения
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Решение. Ищем решение уравнения в виде 
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 и, подставляя в исходное уравнение получим 
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 Так как 
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 то на него можно сократить и мы получим 
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Находим его корни
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Корни характеристического уравнения вещественные, различные, значит, общее решение дифференциального уравнения имеет вид
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или
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Пример 6. Найти общее решение уравнения
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Решение. Составляем характеристическое уравнение (см. пример 9)
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Решаем его
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Корни характеристического уравнения вещественные равные. Общее решение дифференциального уравнения имеет вид
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Пример 7. Найти общее решение уравнения 
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Решение. Составляем характеристическое уравнение (см. пример 9)
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Корни характеристического уравнения комплексные сопряженные, значит, общее решение дифференциального уравнения имеет вид
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или
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Пример 8. Найти частные решения однородных линейных дифференциальных уравнений второго порядка, удовлетворяющие указанным начальным условиям:
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Решение. а) находим общее решение 
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Общее решение 
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Дальше решаем задачу Коши. Постоянные 
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 найдем с помощью начальных условий, вычислив предварительно производную от общего решения
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Подставляя начальные условия в общее решение и его производную, получим
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[image: image86.wmf](
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Из этой системы находим  
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Подставив значения постоянных в общее решение, получим искомое частное решение
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в) решаем второе уравнение. Его характеристическое уравнение имеет вид
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Находим корни: 
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 Общее решение 
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Вычисляем: 
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Подставляя начальные условия, получаем
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[image: image94.wmf].
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Частное решение 
[image: image95.wmf].
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7. Линейные, неоднородные уравнения второго порядка

[2, гл.ХШ, § 23,24,  упр. 148-157].

Пример 9. Найти общее решение уравнения
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Решение. Находим сначала общее решение соответствующего однородного уравнения
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Характеристическое уравнение 
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Общее решение однородного уравнения
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Теперь следует найти частное решение 
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 неоднородного уравнения. Правая часть 
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 не  является  корнем  характеристического  уравнения.

Требуется найти неизвестные коэффициенты А и В. Для определения А и В дифференцируем дважды 
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EMBED Equation.3[image: image108.wmf]y
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и подставляем это в данное неоднородное уравнение:
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Так как 
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Значения А и В найдем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
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 в левой и правой частях

при х : 
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при х0: 
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Подставляем найденные А и В в 
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Общее решение неоднородного уравнения
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Пример 10. Найти общее решение уравнения
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Решение. Соответствующее однородное уравнение
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Решаем его
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Правая часть данного неоднородного уравнения
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Следовательно, частное решение 
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 разыскиваем в виде
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 не  является  решением  характеристического  уравнения.

Дифференцируем и подставляем это решение в неоднородное уравнение
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых тригонометрических функциях в левой и правой частях тождества
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Из этой системы находим А и В
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Общее решение
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Пример 11. Найти частное решение уравнения
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      удовлетворяющее начальным условиям  
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Решение. Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям, необходимо получить сначала общее решение данного неоднородного уравнения. Находим его (см. пример 11)
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Подставляем 
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(Отметим, что полученное решение не удовлетворяет заданному начальному условию: 
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Искомое частное решение будем находить из общего. Общее решение неоднородного уравнения
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Подставляем начальные условия. При 
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Найденные постоянные подставляем в общее решение неоднородного уравнения
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· искомое частное решение.
Контрольная работа №  5.
 Задания.

1. Найти  общее  решение  дифференциального  уравнения первого порядка  .
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2. Найти  общее  решение  дифференциального  уравнения
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3. Найти  частное  решение  дифференциального  уравнения,  удовлетворяющее  начальным  условиям
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Тема ХVI. Ряды

1. Основные определения

 [2, гл. ХVI, § 1, 2, упр. 1-5].
2. Признаки сходимости рядов с положительными членами

      [2, гл. XVI, § 3 - 6, упр. 6-18].

Пример. Исследовать сходимость ряда:


[image: image230.wmf]...

!

...

3

!

3

2

!

2

1

1

!

3

2

1

+

+

+

+

+

=

å

¥

=

n

n

n

n

n

n

n


Решение. Для этого ряда 
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 Используем признак Даламбера сходимости рядов с положительными членами.
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Найдем отношение 
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Здесь использовано определение 
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Зная, что 
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Так как 
[image: image239.wmf]q

< 1, то ряд сходится.

3. Знакочередующиеся ряды. Знакопеременные ряды
 [2, гл. XVI, § 7,8, упр. 20-26].
Пример. Исследовать сходимость ряда
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По теореме Лейбница ряд сходится, если выполнены два условия:

1) 
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Проверим, выполнены ли эти условия для нашего ряда
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Первое условие выполнено.
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Второе условие выполнено, следовательно, ряд сходится условно.

Проверим, есть ли абсолютная сходимость, т.е. сходится ли ряд. 
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Используем признак сравнения сходимости рядов с положительными членами и сравним наш ряд с гармоническим рядом 
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, который расходится.
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 тоже расходится и, следовательно, исходный ряд 
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 абсолютно не сходится, а сходится только условно.

4. Функциональные ряды

 [2, гл. XVI, § 9 - 12].

5. Степенные ряды

 [2, гл. XVI, § 13, упр. 30, 31, 35-37].

Пример. Определить интервал сходимости ряда
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Решение. Коэффициенты ряда 
[image: image256.wmf].

2

1

;

1

1

1

+

=

+

=

+

n

a

n

a

n

n


Ищем радиус сходимости 
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Следовательно, ряд сходится при 
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<1 и расходится при 
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>1. Исследуем отдельно точки 
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 В этой точке ряд равен 
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Используем интегральный признак сходимости. Заменим 
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ряд расходится.

2) 
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 В этой точке ряд равен
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 т.е. ряд знакочередующийся. По теореме Лейбница он сходится, действительно, здесь


[image: image269.wmf](

)

.

2

1

1

1

1

;

1

1

1

n

n

U

n

U

n

n

+

=

+

+

=

+

=

+
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Ряд сходится. Интервал сходимости 
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6. Ряды Тейлора и Маклорена

[2, гл. XVI, § 16, 17, 19, 20, упр. 50, 51, 54-57.

7. Вычисление определенных интервалов с помощью рядов. Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью рядов

[2, гл.XVI, § 21, 22, упр. 65, 66, 100-110, 113, 114, 125-129]. Обратите особое внимание на пример 2, § 22.

Пример. Вычислить с точностью до ε = 0,001 интеграл
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 используя разложение в ряд.

Решение. Используем стандартное разложение
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 При 
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 Этот ряд сходится при 
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<1. Заменяя 
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Проинтегрируем ряд
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Это знакочередующийся ряд, так как отброшенный остаток ряда меньше модуля первого отброшенного члена, то надо найти такой член ряда, чтобы 
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Пример. Найти первые пять членов разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения 
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Решение. Ищем решение в виде
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Тогда
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Подставим 
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и 
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 в уравнение и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
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Так как при 
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Контрольная работа 6.
 Задания.

1. Исследовать сходимость числового ряда:
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2. Определить интервал сходимости ряда:
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	2.16. 
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3. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001:
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Найти первые пять членов разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения при заданных начальных условиях: 
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    Перечень задач, входящих в контрольные работы  5 и 6 по математике для студентов-заочников технологических специальностей 

    Четный год поступления

    В каждой группе задач номер варианта определяется по последней цифре номера студенческого билета или зачетной книжки.

Например: К.р. №5, вариант 5 – задачи 1.5, 2.5, 3.5.

	Номер

к.р.
	Номера задач,

входящих в к.р.
	Темы

	5
	1.01-1.10

2.01-2.10
3.01-3.10
	Дифференциальные  уравнения первого порядка  

Дифференциальные  уравнения второго порядка  

	6
	1.01-1.10

2.01-2.10
3.01-3.10
	Исследовать сходимость числового ряда

   Определить интервал сходимости ряда

         Вычислить определенный интеграл


   Нечетный год поступления

   В каждой группе задач номер варианта определяется по последней цифре номера студенческого билета или зачетной книжки.

Например: К.р. №5 вариант 5 – задачи 1.15,2.15, 3.15.

	Номер

к.р.
	Номера задач,

входящих в к.р.
	Темы

	5
	1.11-1.20

2.11-2.20

3.11-3.20
	Дифференциальные  уравнения первого порядка  

Дифференциальные  уравнения второго порядка  

	6
	1.11-1.20

2.11-2.20
3.11-3.20
	Исследовать сходимость числового ряда

   Определить интервал сходимости ряда:

         Найти первые пять членов разложения в 

         степенной ряд решения 

         дифференциального уравнения
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