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Вариант №8

№1 Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм Эйлера-Венна. а)  
Решение:
А) 

преобразуем левую часть:
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получена правая часть, т.е. равенство доказано!
То действие, которое Вы проделали на том шаге, где подчеркнуто двойной линией, следовало сделать та, где подчеркнуто тонкой линией – добавить в подчеркнутом выражении к «лишнему» слагаемому (пересечь его) универсум в виде объединения а и неА. И применить дистрибутивный закон. Тогда каждое из оставшихся слагаемых поглотит одно из тех, что вновь появилось. Т.е. все завершится за три строчки…  
Проиллюстрируем при помощи диаграмм Эйлера-Венка:
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Таким образом:
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Таким образом:
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Вывод: т.к. диаграммы Эйлера-Венна выражений 
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 одинаковы, следовательно равенство
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Б)

Докажем справедливость равенства 
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но ( только 
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, то есть равенство будет справедливо, если 
[image: image23.wmf]AB

Í

 или 
[image: image24.wmf]AB

=

.
Докажем на примере, что равенство 
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 не верно.

Пусть даны множества С={1,2}, D={1,2,3,4}, где С(D

A={1,3,5,6}, B={3,7}, где A(B
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Таким образом, из примера видно, что A(C(B(D при условии, что С(D.
Верно
№2 Даны два конечных множества: А={a,b,c}, B={1,2,3,4}; бинарные отношения 
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. Изобразить P1, P2 графически.
Найти P = (P2◦P1)-1. Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P1 = {(a,1),(b,3),(c,1),(c,4),(c,3),(c,2)}; 
P2 = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,2),(3,4),(4,3),(4,4),(4,1)}
Решение:
Изобразим бинарные отношения P1; P2 графически в прямоугольной системе координат:
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Найдём 
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Определим несколько отношений:
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Таким образом 

P={(1,a),(1,c),(2,c),(3,b),(3,c),(4,a),(4,c),(4,b),(2,a),(2,b)}
Изобразим P графически:
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Найдём области определения и области значений для всех отношений:
((P1)={a, b, c}

((P1)={1, 2, 3, 4}

((P2)={1, 2, 3, 4}

((P2)={1, 2, 3, 4}

((P)={1, 2, 3, 4}

((P)={a, b, c}

Построить матрицу P2(B2
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Проверим с помощью полученной матрицы, является ли отношение P2 рефлексивным: отношение является рефлексивным, если на главной диагонали матрицы нет нулей, следовательно, отношение P2 рефлексивно.
Проверим с помощью полученной матрицы, является ли отношение P2 симметричным.

Отношение симметрично, если исходящая и транспонированная матрицы совпадают.
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, так как [P2]=[P2]T(отношение P2 является симметричным.
Проверим с помощью полученной матрицы, является ли отношение P2 транзитивным: отношение транзитивно, если выполняется условие [P2(P2]([P2]
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(отношение P2 транзитивно.

Неверно перемножили матрицы. Здесь МАТРИЧНОЕ произведение. Остальное верно. 
А так как 
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(так как вне главной диагонали все элементы не равны 0(отношение P2 не антисимметрично.
№3 Задано бинарное отношение P; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли отношение P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P(R2, P = {(x,y) | y < x – 1}.
Решение: 

так как P(R2, то областью определения являются 

(P={x(P/y(P, y<x-1, (x,y)(R2}

Обастью значения является:

(P={y(P/(x,y)(R2, x>y+1}
Следует КОНКРЕТНО указать какие значения (интервалы?) попадают в область определения и множество значений. Без связи х и у.  

Проверим какими свойствами обладает отношение P:

1) Рефлексивность
Проверим выполняется ли условие xPx( x<x-1 неравенство ложное. Таким образом, отношение P не является рефлексивным.
2) Симметричность

Проверим выполняется ли условие xPy(yPx
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, что противоречит областям определения и значения. Таким образом, отношение P  является антисимметричным
Откуда взялось равенство? Вы подставьте второе выражение в первое. И получите… 

3) Транзитивность

Проверим выполняется ли условие

xPy и yPz( xPx
xPy(5<7-1

yPz(3<5-1

xPz(3<7-1

То, что Вы записали – не доказательство транзитивности. Это пример, на котором отношение выполняется. А нужно показать, что будет выполняться ВСЕГДА, т.е. для любых пар… 

А где же проверка на антисимметричность???
Так как условие выполнимо ( отношение P является транзитивным.
№4 Доказать утверждение методом математической индукции: 12 + 22 + 32 + … + n2 = n·(n+1)(2·n+1)/6.
Решение:
Докажем, что 

12 + 22 + 32 + … + n2 = n·(n+1)(2·n+1)/6
1) База индукции:

Проверим левую часть равенства при n=1 подставляем в левую часть равенства: 12=1; подставляем n в правую часть равенства: 
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Таким образом значение левой части равенства равно значению правой части равенства, т.е. равенство справедливо.

2) Индукционный переход:

Предположим, что 
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, и докажем, что 
[image: image41.wmf]22222

(1)(2)(23)

123...(1)

6

kkk

kk

+++

++++++=

.

Преобразуем левую часть 
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( получена правая часть равенства, т.е. равенство доказано.
Куда делось деление на 6 в подчеркнутом выражении? 

Таким образом, в соответствии с принципом математической индукции равенство 
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 справедливо при любом натуральном n.
№5 Семеро сотрудников фирмы направляются на изучение иностранного языка, причем нужно распределить их для изучения английского, немецкого и французского языков (каждый изучает только один язык). Сколько существует различных способов такого распределения? Сколькими способами они могут устроиться заниматься в двух совершенно одинаковых комнатах библиотеки (не менее одного в комнате)?
Решение:
Следует определить число разбиений множества на заданное количество подмножеств.
Множество X={1,2,3,4,5,6,7}; k=3

a) так как группы, на которые следует разбить исходное множество различны, следовательно, речь идёт об упорядоченных разбиениях.

Разбиения на 3 подмножества возможны на 1, 1, 5 элемента в разном порядке, на 1, 2, 4 элемента в разном порядке, на 1, 3, 3 элемента в разном порядке, на 2, 2, 3 элемента тоже в разном порядке.
Их количество вычислим согласно формулам:
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R(7,3)=R(7;1,1,5)+R(7;1,5,1)+R(7;5,1,1)+R(7;1,2,4)+R(7;2,1,4)+R(7;4,1,2)+ +R(7;1,4,2)+R(7;2,4,1)+R(7;4,2,1)+R(7;1,3,3)+R(7;3,1,3)+R(7;3,3,1)+R(7;2,2,3)+ +R(7;2,3,2)+R(7;3,2,2)=
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б) так как комнаты одинаковы, значит, порядок значения не имеет, и речь идёт о разбиениях неупорядоченных.

Так как есть ограничивающие условия, то для вычисления будем использовать упорядоченные разбиения, устранив их из формулы порядка.

Разбиения на два подмножества возможны на 1;6 элементов, на 2;5 элементов, на 3;4 элемента.

Их количество вычислим по формуле: 
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[image: image48.wmf]7!7!7!
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Ответ: а) существует 1806 способов распределить 7 сотрудников фирмы для изучения английского, немецкого и французского языков

б) 63 способами могут устроить 7 сотрудников фирмы для занятий в двух одинаковых комнатах библиотеки.

верно
№6 Сколько существует положительных трехзначных чисел:
 а) делящихся на числа 5, 18 или 21?
 б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?
Решение:

А) обозначим P5 – свойство делимости на 5, P18 – на 18, P21 – на 21. 
Всего трёхзначных чисел 9(10(10=900. Тогда 
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Таким образом всего таких чисел 180+50+42=272
Б) Найдём положительные трёхзначные числа, делящиеся ровно на одно из чисел 5, 18 и 21

Т.к. N5,18 – количество чисел, делящихся одновременно на 5 и 18, а наименьшее общее кратное 5 и 18 равно 90, то 
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.
N5,21 найдено неверно. 

По формуле принципа включения и исключения 
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 находим искомое число:
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Соответственно результат тоже нужно пересчитать. 
№7 Найти коэффициенты при a=x2·y3·z2, b=x·y·z4, c=x4·y4 в разложении (5·x2+2·y+3·z)6
Решение:
Для 
[image: image54.wmf]232

ax·y·z

=

 : 
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, значит степень соответственно равны 1,3 и 2, а числовой коэффициент имеет вид
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Для 
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Поделитесь информацией, как Вы считали факториал от дроби? До сих пор он вычислялся только для целых чисел… ( Вы забыли проверить условие теоремы. 
Остальное верно. 
Для 
[image: image61.wmf]44
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, значит степени соответственно равны 2, 4 и 0, а числовой коэффициент имеет вид 
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№8 Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 2·an+2 – 10·an+1 + 12·an = 0· и начальным условиям a1=3, a2=27.
Решение:
Составим характеристический многочлен 
[image: image64.wmf]2
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Найдём его корни:
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Следовательно, общее решение рекуррентного соотношения имеет вид: 
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Используя начальные условия, получим систему
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Таким образом получаем последовательность {an}.
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верно
№9 Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 
а) нарисовать граф; 

б) выделить компоненты сильной связности; 

в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).
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Решение:
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A(G)=
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Определим его компоненты k(G) сильной связности:
Для этого разбиваем множество вершин орграфа G на классы, объединяющие вершины, связанные друг с другом. Выделим компоненты овальными линиями: 
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неверно разбили…
То есть k(G)=4
Для данного орграфа G, можно построить фактор-граф, т.к. G получается стягиванием в одну вершину каждой компоненты сильной связности

Еще более неверно построен фактор-граф.
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Проверим есть ли в орграфе G эйлеров цикл или цепь.
1. Запишем все дуги рёбрами, т.е. превратим орграф в граф.

А петли куда потерялись?
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2. Определим степень всех вершин G
deg((1)=3

deg((2)=2
deg((3)=3
deg((4)=4

deg((5)=4

deg((6)=2
Так как есть две вершины нечётной степени, то эйлеров цикл в G не существует, а существует эйлерова цепь.
Вершины нечётной степени являются началом и концом эйлеровой цепи то есть  вершины (1; (3

Начнём построение эйлеровой цепи в вершины (1 и ребра l1, получаем  

(1, l1, (3, l3, (5, l6, (4, l5, (2, l4, (4, l7, (5, l8, (6, l9, (1, l2, (3
Удобнее было ребра пронумеровать в порядке включения их в цепь. 
№10 Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: а) остовное дерево минимального веса; б) кратчайшее расстояние от вершины v4 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры. 
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Решение:

A(G)= 
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граф неориентированный!!!
а)  
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Воспользуемся алгоритмом Краскаля, т.е. постепенно формировать дерево, выбирая рёбра с наименьшим весом, так чтобы не возникло циклов.
Построение начнём с ребра ((3,(6). 

Порядок присоединений рёбер к остову:

((3,(6), ((6,(4), ((4,(1), ((1,(5), ((5,(2)
 
Вес остова W=1+1+2+3+1=8
Не минимальный остов
б) 1) Найдём кратчайшее расстояние от (4 до других вершин:
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Вершина (4 стала постоянной, с ней смежные (5,(6, (1, (3 . Так как сразу есть расстояние до этих вершин, то выпишем их
Таким образом расстояние от (4 до (1=2






от (4 до (6 = 1






от (4 до (5=4

Найдём расстояние от (4 до (3:
Отдельно??? Кроме того, найденные расстояния тоже могут уменьшится. Например, может оказаться, что путь от 4 до 5 вершину через 6-ю окажется короче, чем прямой путь… 
вершина (4 стала постоянной, с ней смежные (1,(5, (3, (6, т.е. (2; (4); (4; (4), (5; (4), (1; (4) (минимальное из данных расстояний 1 ( вершина (6 (1; (4) становится постоянной. Вычисляем расстояние от неё до смежный с ней (3, (2, (1, изо всех текущих расстояний min{2; 3; 5}=2(min расстояние от (4 до (3 =2.

Найдём min расстояние от (4 до (3 :
еще раз???
вершина (4 стала постоянной, с ней смежные (1,(5, (3, (6, т.е. min{2, 4, 5, 1,}=1(вершина (6 (1; (4); становится постоянной. Вычисляем расстояние от неё до смежный с ней  (3, (2, (1
Изо всех текущих меток расстояние min{5; 3; 9}=3( вершину (2 делаем постоянной.

А куда же делись метки со значением 2? На каждом шаге следует рассматривать ВСЕ временные вершины!

Таким образом min расстояние от (4 до (2 =3

Следует из стартовой вершины постепенно просматривать все остальные, делая постоянными те, у которых наименьшее значение пометки. И когда все станут постоянными – все расстояния найдены. За ОДИН просмотр!!!

Ответ: min расстояние от (4 до (1 =2, а кратчайший путь -(4 (1





от (4 до (2 =3, а кратчайший путь -(4, (6, (2





от (4 до (3 =2, а кратчайший путь -(4, (6, (3





от (4 до (5 =4, а кратчайший путь -(4, (5




от (4 до (6 =1, а кратчайший путь -(4, (6

_1344849535.unknown

_1344861876.unknown

_1344865592.unknown

_1344866531.unknown

_1344870200.vsd
l4


l5


l6


l7


n1


n3


n6


n5


n4


n2


l8


l9


l1


l2


l3


d


c



_1344927745.vsd
n6


n3


n2


n5


n1


n4


G


3


3


1


1


4


4


4


4


2


2


5


5


1


1


2


2


3


3


1


1



_1344927788.vsd
n6


n3


n2


n5


n1


n4


G


3


1


3


2


4


4


1


1


5


2



_1344931489.vsd
n6


n3


n2


n5


n1


n4 (0,0)


G


3


1


3


2


4


4


1


1


5


2



_1344925161.unknown

_1344868812.vsd
n1


n3


n6


n5


n4


n2


a


d


c


b



_1344869523.vsd
b


c


d


a



_1344867997.vsd
n1


n3


n6


n5


n4


n2



_1344865982.unknown

_1344866477.unknown

_1344865647.unknown

_1344862829.unknown

_1344863305.unknown

_1344863397.unknown

_1344863279.unknown

_1344862421.unknown

_1344862724.unknown

_1344862263.unknown

_1344855420.unknown

_1344860958.unknown

_1344861207.unknown

_1344861856.unknown

_1344861107.unknown

_1344860487.unknown

_1344860881.unknown

_1344855471.unknown

_1344850476.unknown

_1344854250.unknown

_1344854851.unknown

_1344851114.unknown

_1344849818.unknown

_1344850048.unknown

_1344849686.unknown

_1344768783.unknown

_1344774932.unknown

_1344777753.unknown

_1344849073.unknown

_1344849116.unknown

_1344777898.unknown

_1344779741.unknown

_1344777056.unknown

_1344777492.unknown

_1344775547.vsd
4


B


1


b


2


a


3


c


A


P



_1344769082.unknown

_1344774704.vsd
4


1


2


2


1


3


3


4


P2



_1344774791.unknown

_1344774317.vsd
a


2


b


1


c


3


4


B


A


P1



_1344768845.unknown

_1344768875.unknown

_1344768832.unknown

_1344764622.vsd
C


А


U


(AÇ С)È (AÇ B)


B



_1344768159.unknown

_1344768628.unknown

_1344768656.unknown

_1344768256.unknown

_1344768241.unknown

_1344767903.unknown

_1344768088.unknown

_1344767849.unknown

_1344763000.vsd
C


А


U


AÇ С



_1344764162.vsd
А


AÇ С


C


U


�

�

�


_1344764382.vsd
А


AÇ B


U


B



_1344763726.vsd
C


А


U


(AÈ B)\(AÇ С)


B



_1344763847.unknown

_1344762680.vsd
А


B


U


AÈ B



_1344760505.unknown

_1344762069.unknown

