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Цель занятий – изучение способов представления графа и простейших алгоритмов на графах, и использование этих алгоритмов при программировании задач на графах. Данное методическое указание рассчитано на 3 практических занятия (6 часов).
 
1. Машинное представление графа

 
Приведем вначале сравнительную характеристику существующих способов представления графа в памяти ЭВМ, их достоинства и недостатки.

Рассмотрим конечный граф G=(V, E), где |V|=n, |E|=m.
Матрица инциденций.
Ориентированный граф задается прямоугольной матрицей B(nm), элементы которой определяются по правилу:
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где a – любое натуральное число, отличное от 1. У неориентированного графа оба элемента матрицы, соответствующие вершинам, инцидентным ребру ej, равны 1.
Это представление графа является самым неудобным, так как объем занимаемой памяти равен nm единиц, причем в каждом столбце только две ненулевые ячейки. Кроме нерационального использования памяти недостатком этого способа представления является неудобный доступ к информации. Например, для ответа на вопросы:
а) существует ли ребро (дуга)  (vi, vj);
б) к каким вершинам ведут ребра (дуги) из вершины vi
требуется, в худшем случае, перебор nm элементов, т.е. порядка nm шагов алгоритма. От этого недостатка свободен следующий способ представления графа.
Матрица смежности.
Элементы квадратной матрицы A(nn) определяются следующим образом:
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Проверка существования ребра (дуги)  (vi, vj) осуществляется за один шаг, в отличие от матрицы инциденций, однако, проверка свойств графа на основе такого представления требует, в худшем случае, порядка n2 шагов алгоритма. При этом  способе объем неиспользованной памяти по-прежнему велик.
Заметим, что для сокращения объема используемой памяти возможно использование 1-го бита для хранения элемента aij, но при этом, выигрывая в памяти, мы затрудняем доступ к информации. В этом случае придется применять операции для работы с битами информации, используя различные маски.
При работе со взвешенными графами для хранения весов ребер (дуг) требуются дополнительные одномерные массивы размера m (для случая матрицы инциденций) или матрицы размера nn (для случая матрицы смежности). Это обстоятельство делает неприемлимым использование матрицы смежности для взвешенных графов, так как количество неиспользованных единиц памяти увеличивается в k раз, где  k – число весов ребер (дуг).
Съэкономить объем используемой памяти можно, применяя представление графа в виде
Таблицы ребер.
Она представляет собой матрицу размером m2, каждая строка которой содержит вершины инцидентные i-му ребру (i-ой дуге). Для работы со взвешенными графами нужно добавить к матрице столбцы, соответствующие весам ребер (дуг).
Однако, этому способу представления графа присущ тот же недостаток, что и матрице инциденций, - неудобство доступа к информации, хотя число шагов при поиске ребра здесь значительно меньше (порядка m). Поиск можно ускорить, введя лексикографический порядок в упорядочении пар и применяя двоичный поиск.
Наиболее удобной и экономичной формой представления графа являются
Списки инцидентности.
Для каждой вершины viV создается список записей, характерезующих ребра (дуги), инцидентные этой вершине. Таким образом, это представление использует объем памяти порядка (n+m), поиск вершины смежной с данной требует порядка (n+m) шагов, проверка свойств графа осуществляется за число шагов порядка   . Поэтому остановимся подробнее на этом способе задания графа.
Каждая запись содержит две части: информационную и ссылочную. В информационную часть включаются поля:
а)  вершина vj, смежная с вершиной vi;
б)  веса ребер (дуг) при работе со взвешенными графами;
в)  другая вспомогательная информация о ребре (дуге), если это необходимо для работы с графом.

Ссылочная часть содержит:
а)  ссылку на следующую запись списка;
б)  ссылку на предыдущую запись списка (для двунаправленных списков);
в)  ссылку на запись, содержащую вершину vi, в списке инцидентности вершины vj (для неориентированного графа).
Типы «запись» и «ссылка на запись» должны быть предварительно описаны в программе. Например, описание
type   ref =  Elem;
          Elem = record
                       num: integer;
                       ves: array [1 .. kv] of real;
                       sled, pred, ref_vi: ref;
                       end;
определяет запись, характерезующую ребро взвешенного неориентированного графа с числом весов kv, и ссылку на эту запись (типизированный указатель). В данном примере используется двунаправленные списки.
Ссылки на первую запись каждого списка хранятся в массиве, размер которого равен числу вершин графа. В программе должна быть описана переменная типа «массив», элементы которого имеют тип «ссылка на запись». Например,

var  mas_ref: array [1 .. n] of ref;

Если вершина vi является изолированной, то mas_ref [vi]= nil.

Структуру представления графа в памяти ЭВМ можно схематично представить следующим образом:
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Рис. 1
На этом рисунке изображены фрагменты списков инцидентности неориентированного графа, соответствующие ребру графа [image: image5.png](vy.vy)



. У ориентированного графа в каждой записи будет отсутствовать третье ссылочное поле, и не будет дублирования в списке инцидентности конечной вершины дуги.
Например, неориентированный граф
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Рис. 2
имеет cледующее представление в памяти
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Рис.  3
Для ориентированных графов могут формироваться как списки вершин, следующих за текущей, так и предшествующих ей вершин.
Для формирования машинного представления графа необходимо сформировать список инцидентности для каждой вершины графа и заполнить массив ссылок на эти списки. Формирование списка инцидентности может осуществляться по принципу стека (LIFO), когда новая запись включается в начало списка, или по принципу очереди (FIFO), когда новая запись ставится в конец списка.
Напомним, что для включения записи в список нужно выделить область динамической памяти, соответствующую размеру записи, и заполнить ее поля.
При работе с графом часто требуется выполнить действия, изменяющие его структуру. К ним относятся:

1.              Добавление ребра (дуги) (vi, vj) в граф G.
Для этого нужно:
а)  добавить запись с вершиной  vj в список инцидентности вершины vi;
б)  для неориентированного графа добавить запись с вершиной vi в список инцидентности вершины vj.
2.              Удаление ребра (дуги) (vi, vj) из графа G (осуществляется    аналогично добавлению ребра (дуги)).
3.              Удаление вершины vi из графа G.
Для этого нужно удалить все ребра (дуги) инцидентные вершине vi (т.е. удалить все записи из списка вершины vi, а для неориентированных графов – и соответствующие записи из списков смежных с ней вершин) и изменить ссылку в массиве ссылок на списки инцидентности mas_ref [vi]= nil.

Часто кроме изменения структуры графа для более эффективной работы алгоритмов требуется сортировка (упорядочение) списков инцидентности. При этом применяются известные алгоритмы сортировки, следует лишь заметить, что при изменении порядка записей в списке изменяются только поля sled, pred в записях списка.

Ввод графа осуществляется из текстового файла одного из двух видов: «таблица смежности» или «таблица ребер». Такие файлы по-разному формируются и интерпретируются для неориентированных и ориентированных графов: для неориентированного графа  задаются ребра графа, а для ориентированного – дуги. То есть, ребро неориентированного графа задается один раз, а соответствующие ему записи автоматически включаются в списки инцидентности обоих его концов.

Файл «таблица смежности» состоит из блоков, соответствующих вершинам графа. Каждый блок имеет следующую структуру:

начальная вершина: список смежных с ней вершин

                                   соответствующие ребрам веса

Количество строк с весами ребер равно kv, число вершин списка равно числу весов в строках. Блоки в таком файле могут располагаться в произвольном порядке, причем, если вершина не является начальной ни для одного ребра (дуги) или ребро уже включено в список инцидентности другого его конца, то соответствующий ей блок может отсутствовать в файле.

Например, файл «таблица смежности» графа, изображенного на рис.2 имеет вид

v1:  v3  v4
5         10
v3:  v4
      7
v4:  v5
      4,
а ориентированный граф
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Рис.4

задается «таблицей смежности»

1: 2 3

2: 3

3: 1

Файл «таблица ребер» имеет следующую структуру:

начальные вершины ребер (дуг)

конечные вершины ребер (дуг)

веса ребер (дуг)

Также как и для «таблицы смежности» количество элементов в каждой из строк должно быть одинаковым, а число весов равно kv. Если строка данных не умещается на экран монитора, то для удобства просмотра файла можно перенести оставшиеся части ниже в том же порядке, отделив одну часть от другой пустой строкой.

Например, файл «таблица ребер» графа, изображенного на рис.2 имеет вид.

v1   v1   v4   v4
v4   v3   v3   v5
10   5    7    4

Вывод списков инцидентности графа на экран или в файл осуществляется в соответствии со структурой аналогичной файлу «таблица смежности». При этом просматривается список каждой вершины, если он непуст, то выводится: СП, затем в скобках вершина, : , список вершин смежных с ней. Например, выводимая информация имеет вид:

а) для графа (рис.2)

СП(v1):  v3  v4
СП(v3):  v1   v4
СП(v4):  v1   v3   v5
СП(v5):  v4;

б) для графа (рис.4)

Списки следования:                   Списки предшествования:
     СП [1]: 2 3                                  СП [1]: 3
     СП [2]: 3                                     СП [2]: 1
     СП [3]: 1                                     СП [3]: 2 1.
 

Задание для самостоятельной работы.
 

I.               Написать и отладить программу в соответствии с вариантом задания №1 (см. приложение). Такая программа должна содержать:

1)      ввод исходного графа из файла заданного вида и формирование для него списков инцидентности;

2)      подсчет и вывод количества вершин и ребер (дуг), вывод списков инцидентности исходного графа;

3)      выполнение индивидуального задания варианта и вывод его результатов.

II.            Продемонстрировать работу программы на контрольном примере.

III.          Текст программы, граф и исходный файл контрольного примера, результаты работы программы оформить в отчет.

  
2. Алгоритмы поиска в глубину и ширину.
 
2.1. Вычислительная сложность алгоритма
 
Вычислительная сложность алгоритма, называемая еще временной сложностью, является одной из важнейших характеристик алгоритма, которая определяет затраты машинного времени на его реализацию. Кроме вычислительной сложности алгоритма анализируется еще и сложность по памяти.
Вычислительной сложностью алгоритма (или просто сложностью) назовем количество шагов выполняемых алгоритмом в худшем случае. Она является функцией от размерности задачи, представленной входными данными. Например, для графа, задаваемого списками инцидентности, размерность задачи представляется как пара (n,m). Сложность алгоритма определяется, как функция f, такая, что f (n,m) равно числу шагов алгоритма для произвольного графа с n вершинами и m ребрами. Под шагом алгоритма понимается машинная команда, и при таком определении шага вычислительная сложность зависит от конкретной системы команд и способа трансляции. Нас же будет в дальнейшем интересовать не точная сложность алгоритма, вычисление которой практически невозможно, а асимптотическая сложность, которая определяется скоростью роста числа шагов алгоритма при  неограниченном увеличении размерности задачи. Кроме того, вычислительная сложность алгоритма, вычисленная при различных системах команд или способах трансляции, отличаются друг от друга в pраз, где p – вещественная константа, а их скорость роста одинакова.
Для сравнения скорости роста двух функций [image: image7.png]
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Будем говорить, что функция [image: image11.png]


имеет порядок роста не более, чем функция [image: image12.png]
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, тогда и только тогда, когда существуют [image: image14.png]
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, такие, что
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Будем говорить, что функция [image: image17.png]


имеет порядок роста не менее, чем функция [image: image18.png]
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, тогда и только тогда, когда существуют [image: image20.png]


 и [image: image21.png]N>0



, такие, что
[image: image22.png]|[Fen|zclglm)| vrzm




Например, для функции
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в силу принятых обозначений, можно записать, что [image: image24.png]
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 - многочлен степени: [image: image27.png]


, то [image: image28.png]F.(n) = 0(n*),




Непосредственно из определения вытекают следующие свойства:
[image: image29.png]S = O(f V)



;
[image: image30.png]O(f () + O(f (V) = O(F (V)



;
 [image: image31.png]OO(f W) = O(F (W)
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2.2. Алгоритм поиска в глубину.
 
При реализации многих алгоритмов на графах возникает необходимость организовать систематический перебор вершин графа, при котором каждая вершина просматривается точно один раз. Например, в задаче поиска максимального потока в сети, …

Такой перебор можно организовать двумя способами: поиском в глубину или поиском в ширину. При этом программы, реализующие оба поиска, имеют одинаковую структуру и отличаются лишь процедурой, выполняющей перебор вершин.
Основная идея алгоритма поиска в глубину состоит в последовательном движении из заданной вершины вдоль одного из ребер вглубь графа до тех пор, пока не дойдем до вершины, из которой нельзя попасть ни в какую непросмотренную вершину. Такую вершину назовем обработанной. После этого возвращаемся в предыдущую вершину и повторяем поиск. Если после возврата в начальную вершину и ее обработки останутся непросмотренные вершины, то повторим поиск, начиная из любой оставшейся вершины.
Для реализации поиска каждой вершине[image: image32.png]veV



ставится в соответствие логическая переменная [image: image33.png]Nowy{v]



, которая равна [image: image34.png]True



, если данная вершина еще не просмотрена, и [image: image35.png]False



, если вершина просмотрена. Вначале поиска считаем все переменные непросмотренными. Просмотр вершины означает изменение флага [image: image36.png]Nowy{v]



 и вывод номера вершины. Пусть поиск начинается из вершины [image: image37.png]


, тогда помечаем ее как просмотренную. Если список инцидентности этой вершины содержит хотя бы одну непросмотренную вершину [image: image38.png]


, то переходим в нее, т.е. осуществляем один шаг вглубь графа. Затем повторяем те же действия для вершины [image: image39.png]


 и т.д. Если список инцидентности текущей вершины пуст или содержит только просмотренные вершины, то считаем, что вершина обработана, и возвращаемся в предыдущую вершину, т.е.  делаем шаг назад.
Например, для графа, изображенного на рис. 5 последовательность обхода вершин из начальной вершины 1 имеет вид:    1, 2, 4, 5, 3, 5, 6, 5, 4, 7, 4, 2, 1.
Повтор вершин в списке обхода объясняется тем, что во время обратного шага приходится возвращаться в уже просмотренную вершину. Анализ флага [image: image40.png]Nowy{v]



 позволяет исключить просмотренные вершины из последовательности поиска в глубину. Поэтому, последовательность просмотра вершин для графа (рис. 3) имеет вид: 1, 2, 4, 5, 3, 6, 7.
	

	
	[image: image41.png]





 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5
Следовательно, каждая вершина просматривается и выводится не более одного раза. Если граф является связным, то будут просмотрены все вершины графа. Это нетрудно показать, предположив противное, что существует непросмотренная вершина w. Отсюда следует, что непросмотренными являются все смежные с ней вершины, так как граф – связен, то существует маршрут связывающий вершины v и w, и за конечное число шагов получим, что начальная вершина v тоже не просмотрена.
Описанный в алгоритме порядок работы с вершинами, при котором вершина, просмотренная последней, обрабатывается первой, реализуется с помощью механизма стека. Приведем здесь  вариант процедуры поиска в глубину, использующий этот механизм.
При построении алгоритмов мы будем пользоваться неформальным языком описания алгоритмов. Такой язык по синтаксису похож на язык программирования Паскаль, но он разрешает использование математических обозначений. Это позволяет сосредоточится на сути алгоритма и уйти от технических вопросов его реализации. Для реализации алгоритма на одном из языков программирования необходимо формализовать его в соответствии с правилами языка. Всюду в дальнейшем мы будем использовать следующие обозначения:
1)      СПИСОК [ v ] – список инцидентности вершины v;
2)      for uСПИСОК [ v ] – для  всех  вершин,  содержащихся  в                   списке инцидентности верины v;   
3)      СТЕК[image: image42.png]


, ОЧЕРЕДЬ[image: image43.png]


 - поместить вершину v в СТЕК или ОЧЕРЕДЬ;
4)      [image: image44.png]


СТЕК; [image: image45.png]


ОЧЕРЕДЬ - извлечь вершину v из СТЕКА или ОЧЕРЕДИ.
procedure DEPTH( v );
begin  СТЕК[image: image46.png]


; СТЕК[image: image47.png]


;
           NOWY [v ][image: image48.png]


False; Write ( v ); {вершина просмотрена}
           while СТЕК[image: image49.png]


 do
                   begin t[image: image50.png]


top(СТЕК);
                           P[image: image51.png]


mas_ref [t];
                           {поиск ноой вершины в списке вершины t}
                            while (P<>nil) and (not Nowy [P^.num])
                               do  P[image: image52.png]


P^.sled;                                 
                             if P  nil  then {найдена новая вершина}
                                             begin t[image: image53.png]


P^.num; СТЕК[image: image54.png]


;
                                                       NOWY [ t ][image: image55.png]


False; Write ( t )
                                             end
                                             else {вершина t использована}
                                              t [image: image56.png]< CTEK




                   end
end;
Основная программа поиска имеет вид.
var NOWY : array [1..n] of  boolean;
begin  for  v [image: image57.png]


 V  do  NOWY [ v ][image: image58.png]


True ;
           for  v [image: image59.png]


 V  do 
                if   NOWY [ v ]  then  DEPTH (v)
end .
В первом цикле программы производится инициализация массива [image: image60.png]Nowy



. Далее для первой непросмотренной вершины вызывается процедура поиска. Если граф – связный, то после возврата в основную программу поиск будет закончен. В противном случае при первом вызове процедуры DEPTH будут просмотрены все вершины одной связной компоненты графа, затем поиск повторится, начиная с первой непросмотренной вершины. Таким образом, обращение к процедуре DEPTH(v) из основной программы происходит всякий раз при переходе к очередной связной компоненте графа.
Например, рассмотрим невязный граф.

[image: image78.png]


 
 
 
 
 
 
Рис. 6
Начнем поиск с начальной вершины 1. При вызове процедуры  DEPTH(1) получаем следующую последовательность вершин:   1, 2, 6, 3, после чего происходит выход из процедуры в основную программу, т.к. список смежности исходной вершины  исчерпан. При следующем вызове процедуры просмотр начнется с первой непросмотренной вершины 4, принадлежащей следующей связной компоненте графа.
Таким образом, для произвольного графа алгоритм работает корректно, то есть будут просмотрены все вершины графа, причем каждая не более одного раза.

Механизм стека автоматически реализуется в Паскале рекурсивной процедурой. Опишем такую процедуру.
procedure DEPTHR( v ) ;
begin  NOWY [v ][image: image61.png]


False; write ( v ) ;                          
           for  u [image: image62.png]


 СПИСОК [ v ]  do
                 if  NOWY [ u ]  then DEPTHR ( u ) ;
end ;
Оценим вычислительную сложность рекурсивного варианта алгоритма. В качестве основной операции, по числу выполнений которой определяется трудоемкость алгоритма, выберем вызов процедуры DEPTHR.
В основной программе она вызывается не более [image: image63.png]


 раз. Внутри самой процедуры ее вызов в каждой вершине осуществляется столько раз, сколько эта вершина имеет смежных, или сколько ребер ей инцидентны. Т.к. каждое ребро инцидентно двум вершинам, то число вызовов не более [image: image64.png]


. Следовательно,  вычислительная сложность алгоритма можно оценить как
[image: image65.png]Oy + O2Zm) = O(n)+ Olm) = O(n+m)



.
 
2.2. Алгоритм поиска в ширину.
 
Основная идея такого поиска – последовательный просмотр списков инцидентности вершин, смежных с данной. При поиске в ширину, попав в новую вершину, просматривают все смежные с ней  непросмотренныевершины и заносит их в список, после чего эта вершина считается обработанной. Далее переходят в новую вершину, стоящую первой в списке необработанных вершин. Иными словами, просмотр осуществляется по принципу очереди: чем раньше вершина просмотрена, тем раньше она будет обработана.

Например, для графа, изображенного на рис. 5, последовательность просмотра вершин с помощью поиска в ширину имеет вид: 1, 2, 4, 7, 5, 6, 3.

Сложность реализации алгоритма в том, что рекурсивные процедуры действуют по принципу стека, а не очереди. Поэтому в этом случае возможен только нерекурсивный вариант алгоритма.

procedure BREADTH( v ) ;
begin  ОЧЕРЕДЬ[image: image66.png]


[image: image67.png]


; {ОЧЕРЕДЬ – локальная структура }
           ОЧЕРЕДЬ [image: image68.png]


;   NOWY [ v ][image: image69.png]


False ;
           while   ОЧЕРЕДЬ <>[image: image70.png]


 do
                   begin  p [image: image71.png]


 ОЧЕРЕДЬ ;   Write ( p ) ;
                             for  u [image: image72.png]


 СПИСОК [ p ]  do
                             if  NOWY [ u ] then
                                 begin  ОЧЕРЕДЬ [image: image73.png]


 u; 
                                            NOWY [ u ][image: image74.png]


False
                                 end
                   end
end;
Как мы уже говорили, основная программа отличается от соответствующей программы поиска в глубину только именем вызываемой во втором цикле процедуры. Аналогично можно показать, что алгоритм корректен, а его вычислительная сложность также равна [image: image75.png]Oln+m)



.
 
2.4. Модификации алгоритмов
 
С помощью алгоритмов поиска в глубину и в ширину легко решаются следующие задачи:
1.      Определение числа связных компонент графа.
Для этого в основной программе вводится переменная, обозначающая число связных компонент, которая увеличивается при обнаружении каждой непросмотренной вершины в этой программе.

2.      Поиск маршрута (пути) между двумя фиксированными вершинами u и v и определение его длины.
Поиск начинается из вершины  u и продолжается, пока не встретится вершина v  или не произойдет возврат в основную программу. Если поле возврата из процедуры вершина v не найдена, значит нужного маршрута (пути) не существует, и задача не имеет решения. Длиной маршрута (пути) в невзвешенной графе назовем количество ребер (дуг), составляющих маршрут (путь).
Маршрут (путь) может строится с помощью любого алгоритма поиска. При поиске в глубину маршрут (путь) может не быть кратчайшим, но он легко восстанавливается, так как содержится в стеке. Для его вывода достаточно при возврате из рекурсивной процедуры печатать верхний элемент стека, при использовании нерекурсивной процедуры нужно печатать содержимое стека, одновременно очищая его. Для определения длины маршрута (пути) вводим переменную, обозначающую число ребер (дуг), которая увеличивается при каждом вызове рекурсивной процедуры, кроме первого, и уменьшается перед возвратом из нее, если вершина еще не найдена. Аналогичные действия проводятся и в нерекурсивной процедуре поиска.
При поиске в ширину маршрут (путь) является кратчайшим, но его труднее восстанавливать. Для этого нужно организовать массив, i-ым элементом которого является вершина, предшествующая вершине i при обходе, этот элемент заполняется при помещении вершины i в очередь. Для нахождения длина маршрута (пути) вводится переменная – число слоев, которая увеличивается при переходе к новому слою, предварительно необходимо считать число вершин в каждом слое.
3.      Построение остова графа.
Напомним, что остовом называется остовный подграф, являющийся деревом. Такой подграф можно построить с помощью алгоритма поиска любого вида. Для этого во время поиска параллельно строится новый граф: если найдена новая еще непомеченная вершина u в списке инцидентности вершины v, то ребро (v,u) добавляется в строящийся граф. Если исходный граф - несвязный, то задача не имеет решения. Для связного исходного графа получим, что построенный граф является связным, так как новые ребра достраиваются к уже просмотреннымвершинам, которые между собой связаны. Этот граф не содержит циклов, так как в него не добавляется ребро оба конца которого просмотрены, то есть связаны маршрутом. Следовательно, построенный граф является деревом.
 
Задание для самостоятельной работы.
 

I.               Написать и отладить программу в соответствии с вариантом задания №2 (см. приложение). Содержание программы аналогично заданию п.1.

II.            Продемонстрировать работу программы на контрольном примере.

III.          Текст программы, граф и исходный файл контрольного примера, результаты работы программы оформить в отчет.
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Приложение
Варианты задания №1
 
1. По таблице смежности построить списки инцидентности неориентированного графа и подсчитать степени его вершин.
2. По таблице рёбер построить списки инцидентности ориентированного графа и подсчитать полустепени его вершин.
3. По таблице смежности построить списки инцидентности ориентированного графа и подсчитать полустепени его вершин.
4. По таблице рёбер построить списки инцидентности неориентированного графа и подсчитать степени его вершин.
5. По таблице смежности построить списки инцидентности неориентированного графа, записи в каждом списке упорядочить по возрастанию номеров вершин.
6. По таблице рёбер построить списки инцидентности неориентированного графа, записи в каждом списке упорядочить по убыванию номеров вершин.
7. По таблице смежности построить списки инцидентности ориентированного графа, записи в каждом списке упорядочить по убыванию номеров вершин.
8. По таблице рёбер построить списки инцидентности ориентированного графа, записи в каждом списке упорядочить по возрастанию номеров вершин.
9. По таблице смежности построить списки инцидентности неориентированного графа, удалить из графа все рёбра, начинающиеся и заканчивающиеся в вершинах n1, n2, n3 или n4.
10. По таблице рёбер построить списки инцидентности ориентированного графа, добавить рёбра с началом в вершинах, кратных 2, и концом в вершинах, кратных 5.
11. По таблице рёбер построить списки инцидентности ориентированного графа, удалить из графа вершины с номерами n1 и n2.
12. По таблице смежности построить списки инцидентности ориентированного графа, добавить рёбра с началом в вершинах n1, n2 и n3 и концом в вершинах n3, n4 и n5.
13. По таблице рёбер построить списки инцидентности неориентированного графа, удалить из графа все рёбра, обе вершины которых кратны 3.
 
Варианты задания №2
 
1.    С помощью поиска в глубину определить число компонент связности графа.
2.    С помощью поиска в ширину определить число компонент связности графа.
3.    С помощью поиска в глубину проверить существование маршрута между вершинами U и V графа, если маршрут существует, то восстановить его.
4.    С помощью поиска в ширину проверить существование маршрута между вершинами U и V графа, если маршрут существует, то восстановить его.
5.    Для графа дерева найти длину пути от вершины U до V  (использовать поиск в глубину и счётчик рекурсии WG).
6.    Для графа дерева найти длину пути от вершины U до V  (использовать поиск в ширину и счётчик слоёв).
7.    Построить остов графа с помощью поиска в глубину.
8.    С помощью поиска в глубину проверить является ли заданное ребро графа мостом.
9.    С помощью поиска в ширину проверить является ли заданное ребро графа мостом.
10.  Проверить, является ли граф деревом с помощью построения его остова с помощью поиска в ширину.
11.  Реализовать алгоритм поиска в ширину и определить вершину, наиболее удалённую от начальной  вершины r.
12.  С помощью поиска в глубину проверить, что данное множество вершин является базой.
13.  С помощью поиска в ширину проверить, что данное множество вершин является базой.
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